
線形微分方程式
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� 微分演算子

独立変数 �に対する関数 � � ����を微分して ��

��
� �

��
�を作り、記号 �

��
を文字�で書き表せば、文字�は一

つの演算規則である。このように、任意の関数 �に対して �つの関数 ��を対応させる演算規則 � があるとき、�

を演算子という。今回は�は �つの演算子であって、微分演算子という。

�つの演算子 � と � について、その和 � � � と差 � � � を、任意の関数 � に対してそれぞれ関数

�� � � �� � �� � �� �� � � �� � �� � ��

を対応させる演算子であると定義する。

また、演算子 � と � の積記号 �� で表すことにして、演算子 �� を任意の関数 � に対して関数

��� �� � � ����

を対応させる演算子と定義する。ここで、右辺は � � �� � � ����の順に演算子 � と � を重ねて作用すること

を意味する。

例題� � ここで演算子�を用いてやや複雑な演算子を次のように合成する。
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例題� � 演算子��、��、��の和

�� � �� � �

は任意の関数 � に対して

��� � �� � ��� � ��� � ��� � �� �
���

���
� �

��

��
� ��

を対応させる演算である。

�



例題� � 具体的に次のような演算ができる。

��� � �� � ���� � ���� � ���� � ��� � �� � ��� � ��� � �

��� � �� � ���� � ���� � ���� � ��� � � � 	�� ���

文字 �の多項式 	��� � �� � ��� �に � � �を代入すれば、演算子 	��� � �� � �� � � が得られる。２つの演

算子 	��� と 
���の積について次の交換則が成り立つ。

	���
��� � 
���	���

さらに、任意の演算子 	���について、演算法則

	������ � 
�� � �	���� � 
	����

が成り立つ。この性質を微分演算子の線形性という。

注意：　 �� �� ��
例えば

��� � ����と ��� � ����� � � � ���

演算子 	��� は次の性質を持っている。� �

	������ � 	������ ���

	��������� � ���	�� � ��� ���

� �
�証明�　 ��� ���� � ����
 ����� � �����
 � � �
 ����� � �����
 � � � が成り立つ。

いま、	��� � ��� � 
� � �として証明する。
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� ���� � 
�� �����

� 	������ � 	������

��� 次の式が成り立つ。
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いま、	��� � ��� � 
� � �として証明する。

	��������� � ��������� � 
������� � �������

� ������ � ���� � 
����� � ��� � �����

� ������� � ��� � 
�� � �� � ��� � ���	�� � ���

� 	��������� � ���	�� � ���

� 定数係数線形同次微分方程式

定数係数線形微分方程式は左辺の係数がすべて定数であり、次のような形を持っている。

���� � ���
����� � � � �� �����

� � ��� � ���� ���

右辺の関数 ����が �であるとき、これを定数係数線形同次微分方程式という。

	��� � �� � ���
��� � � � �� ����� � ��

とおき、同次微分方程式

	���� � �

の解を考える。

まず、��� � �の解を得る。次のことが明らかに成り立つ。� �
��� ��� � �の一般解は

� � �� � ���� � � �� ���
���

である。
� �
さらに� �
�	� �� � ���� � �の一般解は

� � ��� � ���� � � �� ���
�������

である。
� �
証明： �� � ���� � �を次のように書き換える

�� � ������������� � �

公式 ���によって

������ � ��� ���������� � �

� ��������� � �となる。

そして、上記の式�によって

����� � �� � ���� � � �� ���
���

�



であり、一般解は

� � ��� � ���� � � �� ���
�������

となる。� �
�
� �� � ���� � ��� � � �� �� ��の一般解は

� � ���
�� � ���

��

である。
� �
証明： 定理 �を参考にして証明してもらいたい。� �
オイラーの公式（準備のために必要である。）�

��� � ����� � ����
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� �
証明： 指数関数 �� のマクローリン展開は
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である。この両辺に � � ��を代入すれば
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ところが、��� �と ����の展開はそれぞれ
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であるから上式は次のようになる。

��� � ��� �� � ����

また、この式の両辺で �の代わりに ��を代入すれば、
���� � ��� �� � ����

が得られる。� �
��� ��� � 
� � ��� � � �
� � �� � ��の一般解は

� � ���
	� ������ ���

	� ��� ��

である。ただし、�次方程式 �� � 
�� � � �の解を � � �� ��とする。

（ここで、式 �� � 
�� � � �を補助方程式（特性方程式）という。）
� �
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証明：　�� � 
� � � � �� � �� � ������ � �� � ����であるから、この微分方程式は

�� � 
� � � � �� � �� � ������ � �� � ����� � �

である。方法
によって、一般解は ��、�� を任意定数として

� � ���
�		
��� � ���

�	�
���

である。ここでオイラーの公式 ���を利用して、前述の式を次のように変形する。
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� ���� � ����
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ここで任意定数を次のように書き換えれば、

�� � ���� � ���� �� � �� � ��

一般解は

� � ���
	� ������ ���

	� ��� ��

となる。

上の方法	、
、�の纏めとして、次の定理が成り立つ。� �
定理 � �階定数係数同次微分方程式

��� � 
�� � �� � �

の一般解は、特性方程式 �� � 
�� � � �の解が

�� 実数解 �� � �� �� ��の場合　 � � ���
�� � ���

��

�� 実数解 ���重解�の場合　 � � ��� � �����	�

�� 虚数解 � � ��の場合　 � � ���
	� ������ ���

	� �����

である。
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